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1. はじめに

雲は通常，直径数μm程度の雲粒として生成する．

雲粒は過飽和の大気中において凝結成長するとともに，

粒径分布に充分な幅があるとき，相互の落下速度に差が

できて衝突併合し，雨滴を生成する．また 0℃以下の空

気中で雲粒と氷粒子が共存すると，氷の飽和水蒸気圧が

水のそれよりも低いため，氷粒子が選択的に成長し，降

水粒子がより形成されやすくなる．降水粒子は，単に雨

や雪として地上に落下するのみならず，落下中の融解，

蒸発により空気を冷やすとともに，空気を引きずる力に

より下降流を発生させ，雲自身の力学的・熱力学的構造

にフィードバックする．したがって，降水機構の研究は，

集中豪雨・豪雪のメカニズムを解明し，さらには地球全

体の水・熱循環を明らかにする上で，非常に重要な取り

組みである．

降水形成過程はその実態を直接観測するのが非常に困

難であり，レーダーを用いたリモートセンシングや室内

実験とともに，数値モデリングが有効な研究手法になっ

ている．ただし雲を構成する粒子は，直径が数μm～

数 ㎜ まで 3 オーダーにおよび，また氷粒子の形状は

様々で，個々に結晶の性質が異なるため，その数値モデ

リングは容易ではない．Kessler（ 1969）はこの困難を

避けるため，雲の力学を研究する立場から，非常に単純

化された降水形成過程のモデル化を提案した．Kessler

の方法は，雲粒子を雲粒と雨滴の 2種類に分け，雲粒の

混合比が一定値を超えると降水が形成されると仮定す

る．この方法は雲粒や雨滴の粒径分布関数の変動を考慮

せず，それぞれの量のみを計算するもので，バルクモデ

ルと呼ばれている．Lin et al.（ 1983）はKesslerのモデ

ルを氷相過程に拡張し，雪や雹の形成過程を簡便な方法

でモデル化した．さらに Murakai（ 1990 ）や Ferrier

（ 1994）は雲粒子の量のみならず，数をも同時に計算す

る 2モーメントのバルクモデルを開発した．バルクモデ

ルは，降水形成過程を比較的容易に計算でき，また降水

形成の雲物理過程をある程度考慮できるため，大きな計

算容量が必要とされるストームの 3次元数値シミュレー

ションや，数値予報，全球の気候予測モデルへの導入が

図られている．ただしバルクモデルは降水形成過程を必

ずしも物理的に表現していないため，計算結果の妥当性

について，より詳細なモデルを用いた検証が必要となる．
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一方で降水形成過程を数値的にできるだけ詳細に表現

する取り組みもなされている．Takeda（1971），Ogura

and Takahashi（1973），Soong（1974），Shiino（1983）ら

は，水滴の大きさを複数のビンクラスで表現することに

より，様々なサイズの雲粒子の相互作用を表現した．こ

の方法はスペクトル法あるいはビン法などと呼ばれてい

る．ビン法は小さい雲粒から大きな雨滴の成長過程を連

続的に取り扱えるため，降水形成の物理過程を現実的に

表現することができる反面，粒子のサイズを分けるビン

の数だけ計算機のメモリが必要となるため，大型計算機

による長時間の計算を要する．上記の研究はすべて氷を

含まない暖かい雲を対象としているが，氷相過程を含ん

だビン法モデルが Takahashi（1976），Hall（1980），

Reisin et al.（1996），Chen and Lamb（1994）などにより

開発されている．ただし氷相過程は非常に複雑であると

ともに，未解明のプロセスが多く，これらのモデルも降水

形成の物理過程がすべてを表現されているわけではない．

この報告では，防災科学技術研究所が作成した，氷相

過程を含むビン法による雲モデルについて説明する．用

いている手法は基本的に Reisin et al.（ 1996 ）に従うが，

彼らの論文には書かれていない計算上の細かい取り扱い

にまで言及する．

2 . 粒子のカテゴリー分けと粒径の区分

2. 1 降水形成過程の概要

初めにここで取り扱う降水形成過程の概要を述べる．

図 1 は水蒸気から降水粒子が形成されるまでの過程を示

したダイヤグラムである．このモデルでは，雲を構成す

る粒子を水滴，氷晶，雪片，あられの 4つのカテゴリー

に分けて取り扱う．現実には，水滴・氷晶・雪片・あら

れのように粒子を常に明確に区別できるわけではなく，

それぞれの中間的な性質をもつ粒子も存在するが，様々

な粒子の性質を連続的に扱えるような定式化はまだでき

ておらず，このようなカテゴリー分けを行う．また発達

した積乱雲ではしばしば雹が形成されるが，日本では比

較的希な現象なので，ここでは扱わないこととする．

大気が水に対して過飽和のとき，核となる物質に水蒸

気が凝結して雲粒を形成する．このプロセスを核形成と

呼ぶ．雲粒の形成は，核となる物質の化学組成や粒径分

布，大気の過飽和度に依存し，非常に複雑であるため，

このモデルでは後述するように核形成をごく簡単に表現

する．形成された雲粒は，拡散成長によって粒径分布の

幅を広げ，さらに衝突併合してドリズルや雨滴を形成す

る．雨滴は相互の衝突によって分裂し，その径が減少す

る．これらのプロセスを水滴のカテゴリーで取り扱う．

気温が充分に低く，また大気が氷に対して過飽和のと

き，氷晶の核形成が起こる．氷晶が発生するメカニズム

は必ずしも充分に解明されていないため，このモデルで

は経験式を用いて氷晶の発生数を診断する．また雲粒が

上空に運ばれて凍結したり，あられの表面が剥がれるこ

とによっても氷晶が形成される．形成された氷晶は拡散

成長によって粒径を増し，雪結晶となる．雪結晶は落下
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図 1 降水形成過程のダイヤグラム

Fig. 1 A diagram of the formation of precipitating particles. 



の過程で雲粒を捕捉し，融解して雨滴を形成する．これ

らの過程を氷晶カテゴリーで取り扱う．

雪片は氷晶同士，あるいは氷晶と小さいあられの併合

によって形成される．氷晶と同様に，落下の過程で雲粒

や氷粒子を捕捉し，0℃ より温度が高い時には融解し

て雨滴を形成する．一方，過冷却水滴が氷晶または雪片

と衝突すると，ライミング（着氷）により，あられが形

成される．またドリズルや雨滴の凍結によってもあられ

が形成されると仮定している．

2. 2 粒子のサイズの区分

今，それぞれの粒子のカテゴリー（水滴，氷晶，雪片，

あられ）を，その質量によって 34 個のサイズビンに分

ける．各ビンの境界の質量を xk（k=1,2, .... ,35）とし，ｋ

が 1増えるごとに質量が 2倍ずつ増えていくものとして

（1）

とする．最も小さい粒子の質量を x1=1.598×10-11g（直

径 3.125μmの球形の水滴に相当）とし，最大の粒子の

質量は x35=2.7468×10-1g（直径 8.063㎜の水滴に相当）
とする．このようにおくと，k = 16のとき球形を仮定し

た水滴の直径がちょうど 100μm, k =26のときちょうど

1㎜となり，取り扱いが便利である．また雨滴の場合，
衝突分裂により直径が 5㎜を超えることはほとんどない
ため，質量が x35を超えることはない．ただし，氷粒子

の場合は直径が大きくなり得るので，モデルの適用限界

には注意を要する．

質量 xに対する数密度関数を n（ x）で定義する．ここ

で n（ x）dxは質量が x～x+dxの範囲にある粒子の個数を

表す．このとき，粒子の総数N，総質量Mは n（ x）を用

いてそれぞれ以下のように表現できる．

（2）

（3）

一般に密度関数を n（ x）とするとき，

をp次のモーメントという．したがって粒子の総数は

n（ x）に関する ０ 次のモーメント，粒子の総質量は1

次のモーメントである．今，k 番目のビンに含まれる

粒子の数を Nk，総質量を Mkとすると，

（4）

（5）

となる．このように 2つのモーメント（数と質量）を独

立に取り扱う手法を 2モーメント法という．2モーメン

ト法のメリットは，変数が 2 つあるため，数密度関数

n（ x）をより精緻に表現できることである．例えば，

仮に1 つのモーメントNkのみが既知であるとき，図 2

（ a）のように関数 n（ x）は，ビンごとにとびとびの値

を持つ不連続な関数として表現される．一方，2つのモ

ーメント Nkと Mkが独立に得られているときは，図 2

（ b）（ c）のように，ビン内部におけるn（ x）傾きを線

形関数で表現することができる．具体的には，図 2（ b）

（ c ）のように，xk
jn（ xk ）= xk

j fk および xk
j
+1n（ xk+1 ）=

xk
j
+1ψkが満たされるように x jn（ x）を 1次関数

（6）

で表現すると，Nk，Mkは

（7）

（8）

で表される．なお，ψ
k
，f

k
は

（9）

（10）
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図 2 ビンを用いた数密度関数 n（ x )の表現方法
Fig. 2 Representation of the number density function, n（x),

using discrete bins.



であり，x― はビン内の粒子の平均質量で

（11）

である．数密度 Nkが同じであっても，比較的小さい質

量の粒子がビンに含まれているとき，n（ x ）は 図 2

（ b） のように表現される．逆に，同じ Nk に対して比

較的質量の大きい粒子が多くあるとき，n（ x ）の形は

図 2（ c）のようになる．このような 2つのモーメント

を用いた n（ x）の表現により，数密度関数 n（ x）がよ

り現実的に表現され，粒子の併合成長計算の精度が著し

く向上する（ Tzivion et al., 1987）．

2. 3 粒子の形状と密度

4つのカテゴリー（水滴，氷晶，雪片，あられ）に含

まれる粒子の形状や密度を次のように仮定する．水滴は

その大きさにかかわらず球形とし，密度がρw = 1 g/cm3

であるとする．氷晶は，現実には生成する温度や湿度に

よって様々な形態をもつが，数値的な取り扱いを容易に

するため平板状の結晶を仮定し，軸比が 0.05の回転楕

円体とする．氷晶の密度は，サイズが大きくなるととも

に減少し，質量 xkの氷晶の密度を

とする．ρiの単位は g/cm3である．このとき回転楕円体

の体積の公式から，氷晶の長軸の長さを

（12）

で表すことができる．

雪片は氷粒子の併合体である．実際の雪片の形態は複

雑で 2つとして同じものはないが，ここでは数値的に扱

いやすくするため球形とし，密度をρs = 0.1 g/cm3とする．

あられもまた球形を仮定し，その密度をρg = 0.4g/cm3と

する．

3．雲粒の生成

大気が水に対して過飽和のとき，大気中に含まれる凝

結核の一部が活性化して雲核として働き，雲粒が形成さ

れる．初めに形成される雲粒の粒径分布は，雲核自身の

数や粒径分布，化学組成などに影響されるため，その数

値的な取り扱いは非常に困難である．ここでは，雲核が

活性化される物理過程は表現せず，初めに形成される雲

粒の粒径分布を，以下のような数密度関数で与える．

（13）

ここで Ncは

（14）

であり，生成される雲粒の総数を表す．生成される雲粒

の総質量は

（15）

となり，x― が初期雲粒の平均質量に対応している．パラ
メーターNc ，x― を変えることにより，大気中に含まれ
る雲核の数や性質の違いを表現することが可能である．

一般に大気中の雲核の数は，海洋上で 1cm33当たり数十

個，陸上では，多いところで 1cm3当たり数千個に達す

ると言われている．日本付近では， Ichimura et al .

（ 1980）が冬期に南西諸島の航空機観測を行い，積雲を

構成する雲粒の数が 1cm3当たり 200個程度であったこ

とを示している．一方，Okada et al.（ 1986）は名古屋

市でエアロゾルのサンプリングを行い， 1 %の過飽和度

で活性化する凝結核の個数が 1cm3当たり 103のオーダー

に達することを示した．ここでは海洋性の雲を想定し，

Ncの初期値を 250cm-3とおく．また x― = 6.54×10-11g（直

径 5μm）とする．このとき k番目のビンに生じる雲粒

の数濃度Nkおよび質量Mkは以下のように表せる．

（16）

（17）

数値計算を行う際には，個々の空気塊において生成し

た雲粒の個数を記憶しておき，雲核の数 Ncの初期値か

らこれまでに生成された雲粒の個数を差し引いて，残っ

た雲核のみが活性化されるようにする．また凝結し得る

水蒸気量が（15）式に満たない場合は， Ncの値を調節

して水蒸気が過剰に凝結しないようにする．例えば，大

気中の水蒸気量を qv，飽和水蒸気量を qs とすれば，凝

結可能な水蒸気量 qxは，潜熱放出を考慮すると

（18）

で表せる．ただしLvは水蒸気の潜熱，Cpは空気の定圧比

熱，Rvは水蒸気の気体定数，Tは気温である．Nc x― ＞qx

のとき，そのままの Nc値を用いると水蒸気の凝結量が

過剰となるので，Nc値を

（19）

と調整する．なお，雲粒の蒸発による雲核のリサイクル

は考えない．

4．氷晶の生成

気温が充分に低く，空気が氷に対して過飽和であると

き，氷晶核の一部が活性化されて氷晶が形成される．形

成される氷晶の数は，気温や氷に対する過飽和度に依存
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することが知られている．Myers et al. （ 1992）は様々

な観測データや実験データを総合して，活性化される氷

晶核の数Ni（単位は l-3）を診断する式を次のように導い

ている．

（20）

T0は０℃，Siは氷に対する過飽和度（%）を表している．

（ 20）式の右辺第1項は接触核形成を表現し，第 2 項は

昇華核形成および凝結・凍結核形成を表現している．第1

項は -2℃以下で，第 2 項は -5℃以下で働くと仮定され

ている．

数値計算における取り扱いは雲粒と同様，空気塊につ

いて過去に生成された氷晶核の数をカウントしておき，

Niから過去に生成された氷晶の数を差し引いた数の氷晶

核が活性化するものとする．形成される初期氷晶の粒径

は一様であるとし，すべてここで取り扱う最小の質量

（ 1.598×10-11g）をもつと仮定する．このとき氷晶核の

活性化による，氷晶カテゴリーでの数濃度および質量の

増分は

（21）

（22）

となる．ただし（ 22）のΔNk，ΔMkの単位は cm-3お

よび gcm-3-3 ，また Npreは個々の空気塊において消費され

た氷晶核の数である．なお生成される氷晶の質量が，氷

に対する過飽和水蒸気量を超える場合の扱いは，雲粒の

場合と同様である．

5．水と氷の拡散成長・昇華・蒸発

5. 1 1個の粒子の拡散成長と蒸発

生成された雲粒や氷粒子は，過飽和大気において分子

拡散により凝結・昇華成長し，未飽和大気において蒸

発・昇華する．まず始めに，質量 xw，半径が rdの 1個

の球形水滴について，分子拡散による質量の変化率を考

える．水滴の表面における水蒸気拡散を考慮すると，水

滴の質量の変化率は，

（23）

と書ける．ここでDvは水蒸気の分子拡散係数，4πrd
2が

水滴の表面積，rは水滴の中心からの距離，( dρv /dr )rが

水滴表面での水蒸気密度の勾配を示している．空気中の

水蒸気の分布について，定常状態が成り立っていると仮

定したとき，球座標における水蒸気の拡散方程式は

（24）

で表すことができる．境界条件として，無限の遠方にお

ける水蒸気の密度ρv（ ），および水滴の表面（ r = rd）

における水蒸気密度ρv（ rd）を用いると，（ 24）は以下

のように解ける．

（25）

（ 25）より（ dρv / dr）rを求め，（ 23）に代入すると，

（26）

となる．さて，式（ 26）における未知数は（∂xw /∂t）

およびρv（ rd）の 2つであり，（ 26）を解くためにはも

う 1つの方程式が必要となる．水滴の表面に発生する潜

熱が熱拡散により速やかに運ばれ，熱的にも定常状態に

達すると仮定すると，水滴表面における温度の変化は

（ 26）と同様に，

（27）

と表せる．なおκは熱拡散係数である．飽和水蒸気圧を

esとしたときのクラウジウス・クラペイロンの式

（28）

に気体の状態方程式 es =ρv rv Tを代入することにより，

飽和水蒸気密度ρvsの変化率と気温変化率の関係式

（29）

が導かれる．（29）を無限の遠方からr=rdまで積分すると，

（30）

となり，これを変形すると

（31）

となる．なお水滴表面付近の空気は飽和しているとして

ρv（ rd）=ρvs（ rd）を仮定した．（ 31）に（ 27）を代入

して整理すると，

（32）

ここへ（26）を代入してρv（ rd）を消去すると

（33）
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が導かれ，周囲の空気の水蒸気密度ρv（ ）と飽和水

蒸気密度ρvs（ ）から水滴の成長率を決めることがで

きる．今，過飽和度をΔSw，通風係数を fwとおけば，

（33）は

（34）

と書き直すことができる．ただしCw（ p , T）は

（35）

であり，qsは飽和水蒸気量である．（34）はΔSw ＞ 0の

ときは拡散成長を，ΔSw＜ 0のときは蒸発を表す．

氷粒子（氷晶，雪片，あられ）の拡散成長率も同様に

して

（36）

で表すことができ，

（37）

となる．なおΔSiは氷に対する過飽和度，qsi，esiは氷

に対する飽和水蒸気量と水蒸気圧，f
i
は通風係数である．

Cは氷粒子の形の効果を表す係数で，球形の粒子につい

ては 1，軸比が b/aである回転楕円体に対しては，

（38）

で与えられる．また水および氷に対する通風係数はそれ

ぞれ

（39）

（40）

で与えられる．ここでNsc , NreはそれぞれSchmidt数およ

びReynolds数である（Pruppacher and Klett , 1978）．

5. 2 数密度の変化率

前節では 1個の水滴や氷粒子の拡散成長率・蒸発率を

表す方程式を導いた．本節では数密度関数が n（ x）で表

される水滴や氷粒子の集団の，拡散成長方程式を導く．

粒子の質量を x，粒子の拡散成長率を（ dx / dt）とする

とき，数密度関数 n（x）の変化率は，

（41）

と表せる．（41）を解析的に解くために，dx /dt=k（ t）φ（x）

と変数分離する．このとき， 2つのパラメーター

dx / dv =φ（x）およびdτ / dt = k（ t）を導入し，

（42）

と定義すると，（41）の左辺は

（41）の右辺は

と変形できるので，

（43）

の関係が導ける．（43）の解析解は，

（44）

である．これを（42）を用いてn（x , t）の式に戻すと

（45）

が得られる．ここで x0は時刻 tにおける水滴の質量であ

り，積分

（46）

を実行することにより求めることができる．CwがΔt秒間

において一定であるとすると，φ（x）=x1/3，k（t）= CwΔSwと

おくことができるので，これを（ 46）に代入して x0を

求めると，

（47）

となる．（ 47）を（ 45）に代入すれば，凝結・蒸発に

よる，Δt秒後の水滴の数密度関数 n（ x）を解析的に求

めることができて，

（48）

ただしτwは

（49）

である．（48）が水滴の拡散成長によるΔt 秒間のn（ x）

の変動を表す式である．このとき，各ビンにおける粒子
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の数Nk，質量Mkはそれぞれ

（50）

（51）

となる．ただし zは

（52）

である．氷粒子についてもCwをCiに，ΔSwをΔSiに置

き換えることにより（50），（51）と同様の式が導ける．

5. 3 過飽和度の変化率

（ 50）と（ 51）を計算する際，時間項を含んだ過飽

和度ΔS（ t）の関数形が必要となる．氷と水が共存する

とき，水に対する過飽和水蒸気量ΔSw，氷に対する過

飽和水蒸気量ΔSiはそれぞれ

（53）

（54）

で表せる．ここで qvは空気中の水蒸気量，qswおよび qsi

は水および氷に対する飽和水蒸気量である．また水滴の

総質量をMw，氷粒子の総質量をMiと書くと，拡散によ

る水蒸気量の変化は

（55）

であり，気温の変化率は

（56）

で表される．Liは昇華の潜熱である．水に対する過飽和

度の時間変化は，（ 53），（ 55），（ 56）により

（57）

氷に対する過飽和の変化率も同様にして

（58）

で表わせる．ただし

（59）

（60）

（61）

（62）

である．（57）と（58）は連立微分方程式であり，解析的

に解くことができる．（57）と（58）からSiを消去すると，

（63）

（63）の解を

（64）

とおいて代入すると，

が得られる．近似式

（65）

を用いれば

（66）

となる．（66）を（57）に代入することにより

（67）

が得られ，（64）, （67）において初期値をΔSw（ t0），

ΔSi（t0）とおくと，定数C1，C2が以下のように求まる．

（68）

（69）

さらに（ 68）と（ 69）を（ 64）に代入し整理すると

ΔSw ( t )の関数形が得られる．

（70）

同様にして，（ 68）と（ 69）を（ 67）に代入し，近似

式（ 65）を利用するとΔSi ( t )の関数形が以下のように

求まる．
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（71）

5. 4 積分の実行

式（50），（51）を積分してNk , Mkを実際に求める手

順を説明する．関数n（x）および zk, zk+1が図 3のような

関係にあるとき，式（50），（51）は式（6）を利用して

次のように計算できる．

（73）

ここで式（ 73）における積分はそれぞれ以下のように

解くことができる．

（74）

（75）

（76）

ただし

（77）

（78）

（79）

と置換している．

6．粒子の併合過程

6.1 方程式系

雲を構成する水滴や氷粒子がいろいろなサイズをもつ

とき，互いの落下速度に差が生じて粒子の衝突併合が起

こる．質量 x（断面積πRx
2）の粒子と，質量 y（断面積

πRy
2）の粒子とが衝突併合し得る空間の体積は，

（80）
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図 3 n（x）に対するxk，zkの位置関係の例

Fig. 3 An example of the relationship between n（ x）, xk and 
zk.

（72）



で表せる．ここでVは粒子の落下速度，Ecは併合効率で

ある．このとき，質量 xの 1個の粒子がΔt秒間に質量 y

の粒子を併合する確率を，粒子yの密度関数 n2（ y）を用

いて記述すると

（81）

となる． は確率であり， を前提にしてい

る．K（ x ,y）や n2（ y）に大きな値が入るとき， が

1を超えることが起こり得るが，その場合は単位時間

に 1 つの粒子が 2 つ以上の粒子と併合することにな

り，ここではそのような状況を想定しない．従って

K（ x ,y）や n（ y）が大きな値をもつときは，Δtを充分

小さくする必要がある．さて，質量 xの粒子の密度関数

を n1( x )とすると，質量 x～ dxのうち yと併合するもの

の個数は

（82）

となる．従って，n1 ( x )の変化率は，0から まで積分す

ることにより

（83）

で表すことができる．（ 83）は，質量 xの粒子が他の粒

子と併合することにより，その数が減じる効果を表すも

のであり，これをLOSS項と定義する．一方，質量（x-y）

の粒子と質量 yの粒子が併合して，質量 xの粒子の個数

が増加する効果は，x-y＞yとするとき

で表される．（84）をGAIN項と定義する．K（ x ,y）や

n1 ( x ), n2 ( x )が特定の関数形をもつ場合，（83）や（84）

が解析的に解けることもあるが，通常は数値的に近似解

を求める．近似解の求め方はいろいろな研究者が提案し

ているが，ここではTzivion et al.（1987）が提案したマ

ルチモーメント法を用いる．まず（ 84）をNkの変化率

で表すと，

（85）

z = x - yと置き換えると，（85）の第1項（ I1）は

（86）

z→ xと記号を変え

なる変換を行い，さらに の関係を利用すると

が得られる．（85）の第 2項（ I2）は，z = 2yおよび

なる変換を行うことにより，

ξ= x - z / 2とし，また z = 2 yの関係式を用いて変形すると

さらに

および

の関係を用いて

I1と I2の和から，GAIN項を以下のような形に書き直す
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ことができる．

物理的には，（ 91）の右辺第 1項は k-1番目のビンに含

まれる粒子同士の併合，第 2項は k-1番目のビンに含ま

れる粒子がより小さい粒子を捕捉する効果，第 3項は

k番目のビンに含まれる粒子による捕捉の効果で，併合

後に質量がx k+1を超える粒子を除いている．式（ 91）を

更に扱いやすくするため，併合カーネル K（ x , y）を以

下のように近似する．

（92）

ただし

粒径の大きな水滴同士の衝突カーネルは，（92）の関数

形で近似できることが知られており（Long, 1974），（92）

の仮定は非現実的なものではない．（93）は台形公式を

用いて以下のように解くことができる．

（ 92）を代入し，さらに（ 6）の関数形を利用すると，

（91）は次のような簡単な数式で表現することができる．

ただし

（96）

（97）

（98）

（99）

である．またM k

j
の値は Tzivion et al.（ 1987）により，

（100）

で与えられ，ここに x― k

j
は

（101）

である．

M 1のGAIN項についても同様の変形により

（102）

と書くことができる．

粒子の損失を表す LOSS項（ 83）をNk , Mkの変化率で

表すと,

（103）

（104）

となる．式（95）と（103），（102）と（104）をまと

めると，併合によるN1k , M1kの時間変化は

（105）
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（106）

で計算される．このモデルでは 4つの粒子カテゴリーが

あるので，n1（ x）, n2（ x）の組み合わせは全部で 16通り

であり，それぞれについて併合方程式を解く．

6. 2 捕捉者、被捕捉者と生成物の関係

4つの粒子カテゴリー（水滴，氷晶，雪片，あられ）

が相互に併合する場合の生成物を表 1にまとめる．基本

的なルールとして，違うカテゴリーの粒子が衝突した場

合には，質量の大きい粒子の性質をもつ新しい粒子が生

成されるものとする．ただし過冷却水滴が氷粒子と衝突

した場合は，瞬間的に凍結してその性質を失う．また氷

晶は他の氷粒子と併合することにより雪片を生成するも

のとする．なお捕捉粒子は質量の大きい方の粒子，被捕

捉粒子は質量の小さい方の粒子を指す．

6. 3 水滴同士の併合

水滴同士の併合について，Long（1974）は以下のよ

うな併合カーネルの近似式を提示している．

（107）

ここで x , yは水滴の質量で単位は g , DLは大きい方の水

滴の直径である．一方，Low and List （1982a）は，直

径100μmよりも大きな水滴同士の衝突実験を行い，併

合効率E cとして以下の値を示している．

ただし a = 0.778 , b = 2.61×106J-2m2，Dsは小さい方の水滴

の直径，σは水の表面張力でσ= 7.28× 10-2Nm-1，ETは

粒子の総エネルギーで

（109）

CKEは衝突の運動エネルギーで，水滴の落下速度をVL ,

VSとしたとき

（110）

STは水滴の表面エネルギーの和で

（111）

Scは併合した水滴の表面エネルギーで

（112）

である．直径 100μm以上の水滴の併合については

（ 108）を（ 80）に代入してK（ x , y）を計算し，それ

以外についてはLongの近似式（107）を用いる．

6. 4 大水滴と氷晶，雪片の衝突

0℃より冷たい空気中において，過冷却水滴が自分よ

り質量の小さな氷晶または雪片と衝突する場合を考え

る．水滴の直径に対して氷晶が充分に小さいとき，氷晶

は水滴の周囲を迂回して衝突しないことがある．Lew et

al.（ 1985）はこの効果を理論的に計算し，衝突効率を

示した．ここでは Lew et al.（1985）が示したグラフか

ら値を読み取り，併合効率を以下のように与える．

（113）

Diは氷晶の直径で単位はμmである．水滴と氷晶の併

合は 0℃以下で起こるものとし，水滴が氷晶を捕捉し

た瞬間に凍結してあられが生成すると仮定する．

6. 5 大水滴とあられの衝突

過冷却水滴が，自分より質量の小さいあられを捕捉す

る際の併合効率については，これまで充分に調べられて

おらず，ここでは一定値 Ec = 0.8を仮定する．この過程

は 0℃より冷たい空気中で起こるものとし，水滴があら

れを捕捉した瞬間に凍結して，あられの質量が増加する
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表 1 捕捉粒子，被捕捉粒子と生成物の関係
Table 1 Relationships among collecting particles, collected

particles and products.
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と仮定する．

6. 6 氷晶, 雪片, あられによる水滴の捕捉

氷晶, 雪片やあられが自分より質量の小さい水滴（主

に雲粒）を捕捉する場合については，Hall（ 1980）に

基づき併合効率を以下のように与える．

（114）

KF rは混合フルード数で

（115）

で定義される．ここで vi , vsはそれぞれ氷晶と水滴の終

端落下速度，Dは氷晶の直径，gは重力加速度，Kcritは

氷晶のReynolds数の関数で，

（116）

で定義されている．

6. 7 氷晶・雪片間の併合

氷晶同士，氷晶と雪片，雪片同士の衝突による併合効

率は，Cotton et al.（ 1986）に従い，気温に依存して変

化するものとし，

（117）

で与える．

6. 8氷晶－あられ，雪片－あられ，あられ同士の併合

あられが他の氷粒子と衝突して併合することは現実に起

こり得ると考えられるが，その併合効率は研究がほとんど

なく，実態は不明である．ここでは氷晶－あられ，雪片－

あられ，あられ同士の併合効率をEc = 0.1と仮定する．

7．雨滴の衝突分裂

7. 1 破片の分布関数

雨滴同士が衝突した場合，併合するか，または分裂す

るかのいずれかとなる．雨滴の衝突分裂は，雨滴の最大

径を制限する効果をもつとともに，雨滴粒径分布の変動

に重要な役割を果たしており，その取り扱いは非常に重

要である．Low and List （ 1982a,b）は詳細な室内実験を

行い，雨滴の衝突分裂の定式化を行っている（なおLow

and List （ 1982b）の式の一部には印刷ミスがあり，List

et al.（ 1987）が修正している）．直径 DLの水滴と直径

Dsの水滴が衝突したとき，分裂して生じる破片の分布関

数をP（D ; DL , Ds）で表す．ここで直径がD～D + dDの

範囲にある破片の個数が P（ D ; DL , Ds）dDで表現され

る．雨滴の分裂の仕方は，その形態からフィラメント型，

ディスク型，シート型の 3つに分けられており，関数

P（D ; DL , Ds）をそれぞれの成分の和として以下のよう

に表す．

（118）

Rのついた項は各成分の寄与率で

（119）

である．

フィラメント型分裂による破片の分布関数を以下のよ

うに与えられる．

（120）

ここで第 1項は大きな水滴周辺にできる破片の数密度を

表す．Hf1はその極大値であり，

（121）

で，DLの単位は cmである．またμf1は破片の直径の最

頻値であり，

（122）

とおく．このとき，Hf1とσf1の関係は誤差関数を用い

て以下のように与えられる．

（123）

である．なお誤差関数は

（124）

と定義される．（ 123 ）において σf1 の初期推定値を

σf1 = Hf1
-1とし，

（125）

より，繰り返し法によってσf1の値を決めることができ

る．また（ 120）の第 2項は小さい水滴周辺にできる破

片の数を表し，

（126）

（127）

および

（128）

である．なおDSの単位はDL同様 cmである．（ 120）の

第 3項は 2つの水滴の間につくられる破片の数で，その

直径の最頻値が

（129）

で与えられる．Dff3とμf3との間に

（130）
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の関係があるとすると，第 3項の極大値は

（131）

となる．Low and List（ 1982a）の実験結果により，Pf3の

値は

（132）

で与えられている．ただし

（134）

である．（134）の F─f 1は分裂によって生じる粒子の総数で

（136）

と定式化されている．なお ，

であり，DS0＜ DS＜ 1.2DS0のときは（ 132）と（ 133）

を内挿して Pf3を求める．（131）より

（137）

σf3の第一推定値を として，

（138）

により，繰り返し法でHf3と f3が推定できる．

シート型の分裂における分布関数は

（139）

で表す．第 1項は大きい水滴周辺の破片の数を表し，

（140）

とおき，（ 125）で Hf1を HS1に入れ替えることにより，

S1を求めることができる．（ 139）の第 2項は，小さい

破片の分布関数を表し，直径の最頻値は

（141）

で与えられ，ピークの値は

（142）

で与えられる．ただし

（143）

である．このとき，（ 130）, （ 131）と同様に

（144）

および

（145）

の関係がある． S2の第一推定値をσS2,1 = 10DSS2として，

（146）

により，繰り返し法で求める．ただし

（147）

である．

ディスク型分裂は

で表す．第1項が表す破片分布における，直径の最頻値は

（149）

である．ただし

（150）

で，CKEと Scはそれぞれ（ 110）と（ 111）に定義され

ている．またピーク値Hd1は

（151）

d1は（ 125）と同様に，繰り返し法により求まる．ま

た第 2項が表す破片の直径の最頻値は，

（152）

であり，ピークの値は

（153）

である．ただし

（154）

である．以下，（ 144）と同様に

（155）

および

（156）

の関係から， d2の第一推定値をσd2,1 = 10Ddd2として，

（157）
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（133）

（135）

（148）



より d2の値を求める．ただし

（158）

である．

各タイプの分裂の寄与率は

（159）

（160）

（161）

で表される．ただし ， ，

Ｗ0 = 0.86である．

こうして求めた水滴の直径 Dに関する分裂関数を，

以下の式で質量mに関する分裂関数に変換する．

（162）

7. 2 数密度の変化率

前節で導いた分裂関数を用いて，水滴の衝突分裂に伴

う数密度の変動を記述する式を導く．Feingold et al.

（ 1988）によると，数密度関数 n（ m）の変動は，分裂

関数 P（m ; x , y）を用いて以下のように記述できる．

ここで Ecは（ 108）に与えられる水滴の併合効率であ

る．右辺第 1項は質量 x , yの粒子の衝突分裂による質量

mの粒子の増加率を，右辺第 2項は質量mの粒子自体が

分裂して減少する率を表している．式（ 4）を利用して，

（ 163）をNkの変化率を表す式に変形すると，

と書ける．右辺第 1項はビンクラス iの粒子が i-1以下の

粒子と衝突分裂してビンクラスｋの粒子が形成される

効果，第 2項はビンクラス iに属する粒子同士の衝突分

裂の効果，第 3項はビンクラスｋの粒子がｋまたはｋ

よりも小さいクラスの粒子と衝突分裂して減じる効果，

第 4項はビンクラスｋの粒子がｋよりも大きいクラス

の粒子と衝突分裂して減じる効果を表している．ここで

分裂カーネルQ（m ; x , y）を

（165）

で定義し，数値的に扱いやすくするために

（166）

とおく．数値計算では（ 166）は台形公式を用いて

で計算される．（166）を代入して（164）を変形すると，

（168）

Mkについても同様の変形により

（169）

と表すことができる．なおAkiは（93）に定義されている．

8．水滴の凍結

単位時間に凍結する水滴の個数はその個数，質量，気

温に依存し，下記の式で表すことができる．

（170）

ここでNiは凍結水滴の個数，Nwは質量mの水滴の個数，
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（167）



Af ,  Bf は実験から求められたパラメーターで

Af = 10-4cm-3s-1, Bf = 0.66K-1 , T0は 0℃，Tは気温である．

ここで（ dNw / dt）=-（ dNi / dt）の関係を用いて（ 170）

をNwについて解くと，

が得られる．これを用いるとｋ番目のビンサイズにお

けるΔt秒後の水滴および氷粒子の個数と質量は

で表すことができる．ただし

（176）

である．なお直径が 100μmより大きい凍結水滴はあら

れに，それより小さいものは氷晶として分類する．

9 . 2次氷晶の生成

あられが雲粒を捕捉するとき，ある温度条件において

あられの表面がはがれて 2次的な氷晶が生成される．こ

の効果を，Mossop（ 1978）は以下のように定式化して

いる．

（177）

NIは新たに生成される氷晶の数，NLはあられに着氷す

る水滴のうち 24μmよりも大きなものの個数，NSは着

氷する水滴のうち 13μmよりも小さいものの個数であ

る．生成される氷晶の質量がx1であるとすると，2次氷

晶の生成は以下のように定式化される．

（178）

（179）

f（ T ）は 2 次氷晶形成の気温依存性を表す関数で，

Cotton et al.（ 1986）によって以下のように与えられて

いる．

（180）

10．氷粒子の融解

Mason （ 1971）によると，氷粒子の融解速度は，融

解による潜熱の解放と熱拡散および水蒸気の蒸発とのバ

ランスから

で表せる．ただし fmは通風係数で

（182）

と表される．また Dは氷粒子の直径，πは円周率，κ

は熱拡散係数，Lv , Lfは蒸発および融解の潜熱，ψは水

蒸気の分子拡散係数，ρvは水蒸気の密度，ρv0は氷粒

子表面での水蒸気密度で，ρv0として 0℃における飽和

水蒸気密度を用いる．今，

（183）

を利用して（ 181）を

（184）

の形で表すと

（185）

となる．（ 184）の両辺を t～ t +Δtまで積分すると

より

（186）

が得られる．従って，融解による，時刻 t +Δtにおける氷

粒子の個数および質量は，ｋ番目のビンクラスについて

（187）

（188）

と書ける．ただし

（189）
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（172）

（173）
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（181）



である．なお融解する際における氷粒子からの水の剥離

や，融解に伴う水滴の分裂は，その実態が充分に解明さ

れていないためここでは考慮せず，融解した氷粒子が同

じサイズの水滴に変換されるものと仮定する．

11．粒子の落下速度

水滴，氷結，雪片，あられはそれぞれ空気に相対的に

落下するものと仮定する．直径 Dwの水滴の終端落下速

度は，Beard （ 1976）に基づき以下のように与える．

（190）

ここでC1 , CSCはそれぞれ

（191）

および

（192）

で与えられる．ただしΔρは水と空気の密度差で

（193）

で与えられる．また 1は

（194）

であり，l0 = 6.62×10-6cm，p0 = 1013.25hPa，η0 = 0.0001818

gcm-1s-1 , T0 = 273.15Kである．なおηは空気の動粘性係

数である．また NRe1 ，NRe2 は Reynolds 数で，Beard

（ 1976）は以下のように与えている．

（195）

（196）

係数はそれぞれ

（197）

（198）

（199）

（200）

（201）

（202）

（203）

（204）

（205）

（206）

であり，定数は

a0 = -0.318657× 10 , a1 = 0.992696 ,

a2 = -0.153193× 10-2 , a3 = -0.987059× 10-3 ,

a4 = -0.578878× 10-3 , a5 = 0.855176× 10-4 ,

a6 = -0.327815× 10-5 ,

b0 = -0.500015× 10, b1 = 0.523778× 10,

b2 = -0.204914× 10, b3 = 0.475294 ,

b4 = -0.542819× 10-1 , b5 = 0.238449×10-2

で与えられる．

氷粒子の落下速度は，Locatelli and Hobbs （ 1974）の

経験式を用いる．氷晶については濃密雲粒付き樹枝状結

晶の終端落下速度

（207）

を与える．ここでDは粒子の最大径で単位は㎜，ρは

空気の密度，ρ0は地上における空気密度，Viの単位は

ms-1である．雪片については雲粒のない角板，側面結晶,

砲弾，角柱結晶の併合体に関する経験式

（208）

を用いる．あられについては，円錐形のあられに関する

落下速度の経験式

（209）

を用いる．

12．雲力学モデルへの組み込み

12.1 方程式系

前章までは降水形成の素過程に関する数値モデリング

について述べた．これらのプロセスを雲力学モデルに組

み込むことにより，大気の力学と雲物理の相互作用を調

べることができる．ここでは Soong and Ogura （ 1973）

が開発した 2次元軸対称の雲力学モデルに，降水形成過

程を組み込む手順を述べる．

円筒座標系における空気の運動方程式および連続の式

は Soong and Ogura（ 1973）に従い，

（210）

（211）

（212）

と書ける．ただし r , zはそれぞれ水平および鉛直座標，

u , wは水平風速および鉛直風速，θは温位，Πは無次

元化された気圧，Frおよび Fzは摩擦力，Qvは水蒸気の

混合比，Qcは雲粒子の混合比の総和，ρは空気の密度

－92－

防災科学技術研究所研究報告　第 65号　2004年 3月



である．バーのついた項は水平平均した量を，ダッシュ

のついた項は水平平均からのずれを表している．また温

位および水蒸気の予報方程式は

（213）

（214）

である．P1 , P2 , P3はそれぞれ水蒸気→水，水→氷，水

蒸気→氷の変換率を表し，LV , LI , LSは相変化に伴う潜

熱である． ， は渦拡散の効果を表している．

雲力学モデルに降水形成過程を導入するには，（ 210）

～（214）に加えて雲核の数，氷晶核の数，水滴の数密度，

水滴の混合比，氷晶の数密度，氷晶の混合比，雪片の数

密度，雪片の混合比，あられの数密度，あられの混合比

に関する，全部で 10個の予報方程式が必要である．これ

らの予報方程式の形は，予報変数を Aとするとそれぞれ

(215)

となる．ただし V A は該当する粒子の落下速度，

（∂A /∂t）cloudは降水形成過程に伴う変化率，DAは渦拡

散の効果を表す．

12. 2 計算例

前節に述べた雲力学モデルを用いて計算した結果の例

を示す．方程式の解法は Soong and Ogura（ 1973）に示

されている差分法を用いた．格子間隔はΔr =Δz =400m，

時間刻みはΔt = 4s ，計算領域を水平 25.6 km，鉛直 20

kmとした．大気条件として，梅雨期の典型的な環境で

ある 2000年 6月 24日 9時の鹿児島における高層観測デ

ータを用いた．積乱雲を発生させるため，初期擾乱とし

て，最下層に半径 2,000 m，厚さ 1,000 m，周囲との温度

差 1 Kの飽和した空気塊を置いた．

計算開始から 60分までの雲の時間変化を図 4に示す．
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図 4 数値モデルで計算した積乱雲の時間発展．矢印は風ベクトル，実線は水滴の混合比，破線はあられの混合比，陰

影は氷晶＋雪片の混合比を示す．等値線は一番外側が 0.1g / kgを示し，その内側は 1 g / kgごとに描かれている．
Fig. 4 Evolution of the simulated convective cloud. Arrows indicate wind vectors, and the contours of the mixing ratio of drops

（ solid lines）, graupels （ broken lines） and ice crystals plus snowflakes （ shading） are shown. Outermost contours
are 0.1 g / kg and other contours are drawn every 1 g / kg.



ここでx= 0が雲の中心軸を示している．初期擾乱として

与えた暖かい空気塊が上昇流を形成し，水蒸気が凝結し

て水滴が出現する（ 10分）．水滴はさらに混合比を増し，

モデルの中心軸では 8 g / kgに達する（ 20分）．また高

度 6 km付近には，あられが形成され始める．30分には

水滴が雨として地上に落下してその混合比が減じ，一方

上空ではあられや氷晶，雪片の混合比が増加している．

40分にはあられの混合比が 5 g / kg，氷晶・雪片の混合

比が 2 g / kgに達する一方，水滴の混合比が 2 g / kgに減

じて，雲の構成要素は氷粒子が中心となる．50分から

60 分にかけて上層の氷粒子が融解しながら落下し，

徐々に混合比が減じていく．

図 5は積乱雲の中心軸を上昇する空気塊における，サ

イズごとの粒子の混合比を示している．10分において

高度 2.6 kmにある空気塊は，含まれる粒子のほとんどは

直径が 100μmよりも小さい水滴であり，雲粒によって

構成されていることがわかる．この空気塊は 16分に高

度 4.6 kmに達し，そこでは水滴の径が増して直径 1㎜

に達している．このことは，氷相過程を介さないいわゆ

る「暖かい雨」プロセスによって雨滴が生成されること

を示している．空気塊が高度 6.6 kmに達すると，水滴

が凍結して，粒子の大部分はあられとなる．また量は少

ないが，100μmを超える氷晶や，少量の過冷却水滴が

共存している．

梅雨期の大気条件において，積乱雲の内部で暖かい雨プ

ロセスで雨滴が生成され，それが凍結してあられを生成す

るという計算結果は非常に興味深いものである．この結果

は，レーダー観測において初期エコーがしばしば 0℃レ

ベルよりも下の層に出現するという事実や（岸田，1967），

梅雨期の積乱雲の上層に凍結雨滴が多数存在しているとい

う観測事実（Takahashi et al. , 2001）に整合しているもの

と考えられるが，詳しい調査は今後の課題である．

13．まとめ

雲を構成する粒子の粒径分布を仮定せず，粒径を複数

のサイズ区分に分けて計算する方法（いわゆるビン法）

を用い，氷相を含む降水形成過程を数値的に表現する方

法を説明した．ここで構築した数値モデルは，マルチパ

ラメータレーダーを用いた雲・降水観測の物理的な検証

や，集中豪雨の発生機構の解明，気候モデルに用いられ

ている雲物理パラメタリゼーションの検証等に非常に有

効なツールとなる．なおこのモデルは，現状において最

も進んだ雲物理モデルの 1つであるが，氷粒子の形態の

表現や，相互の併合効率，核形成の表現等に不確かな部

分が多く含まれている．今後，各種の観測データを用い

たモデルの検証とともに，特に氷粒子の成長をより適切

に表現する手法の導入が必要である．
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要　旨

降水形成過程の数値モデリングの方法について説明する．ここで取り扱うプロセスは，雲粒・氷晶の核形成，水

滴や氷粒子の拡散成長と蒸発（昇華），水滴の凍結，氷粒子の融解，水滴・氷粒子間の衝突併合過程，2次氷晶の

生成，雨滴の分裂，降水粒子の落下である．雲を構成する粒子を水滴，氷晶，雪片，あられの 4つのカテゴリーに

分け，それぞれのカテゴリーを 34のサイズクラスに分割して取り扱う．このモデルを用いた積乱雲の数値シミュ

レーションの結果も示す．

キーワード：降水，雲物理，数値シミュレーション，ビン法，雨


